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Aussagenlogische Formeln

1a07_'a/\7\/a—>7<_)>( )
Atome: X, Formeln Gber ¥: ForOs
Interpretation /: ¥ — {true, false}

Evalierungsfunktion val, : ForOx — {true, false}

A B -A |ANB|AVB|A—-B| A< B
false | false | true | false | false true true
false | true || true | false | true true false
true | false || false | false | true false false
true | true || false | true true true frue
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v

Modell, Folgerung, Erflllbarkeit

Eine Interpretation / ist Modell einer Formel A € ForOy, falls
val)(A) = true

Eine Interpretation / ist Modell einer Formelmenge M C ForOy,
falls val|(A) = true firalle Ae M

Folgerung: KB = Aif M(A) C M(KB)
Tautologie: = A, falls A in allen Interpretationen gultig ist.

Eine Formel A ist unerfilbar (“widersprichlich”), wenn sie in
allen Interpretationen falsch ist.
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Logische Umformungen
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Logische Aquivalenz

Definition: Logische Aquivalenz

Zwei Formeln sind logisch aquivalent,
wenn sie in den gleichen Modellen wahr sind, d.h.

aEf und [Ea

g

Q
Il




Theoretische Grundlagen des Software Engineering Stephan Schulz

Unterformel/Teilformel

Seien A, B € For0Os. B hei3t Unterformel odr Teilformel von A, falls:
1. A= B oder
2. A= —-C und B ist Teilformel von C oder
3. A=(C®D),® € {V,A,—, <}, und B ist Teilformel von C oder
B ist Teilformel von D
Schreibweise: Menge der Teilformeln von A: TF(A)

TF((aVv (-b <« c))) ={(aV (-b < ¢)),a,(-b < c),—b, b, c}
TF(———a) ={———a,~—a,—a, a}
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Logische Aquivalenz

Substitutionstheorem

Sei A= Bund C’ das Ergebnis der Ersetzung einer Unterformel A
in C durch B. Dann gilt:

c=cC
AvB = BVA
impliziert

(CA(AVB) =D = (CA(BVA)—D
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Substitutionstheorem

Behauptung: Sei A= B und C’ das Ergebnis der Ersetzung
einer Unterformel A in C durch B. Dann gilt C = C'.

Zu zeigen: /(C) = I(C’) flr alle Interpretationen /.
Beweis: Per struktureller Induktion Gber C

IA: C ist elementare Formel, also C=1oder C=0oder C € ¥.
Dann gilt notwendigerweise A=C (da C atomar ist). Also gilt:
C=A=B=Calso I(C) = I(C) fur alle I.
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Substitutionstheorem

IV: Behauptung gelte fir alle echten Unterformeln von C
IS: Sei C eine zusammengesetzte Formel. Dann gilt: C ist von
einer der folgenden Formen: C = —D oder
C=(D® E),® € {V,A,—, <} und Aist eine Unterformel von D
oder eine Unterformel von E. Sei C # A (sonst: Wie IA).
» Fall1: C = -D. Dann ist A Unterformel von D. Sei D’ die Formel,
die entsteht, wenn man A durch B ersetzt. Laut IV gilt:
val|(D) = vali(D') fur alle /. Wir zeigen: Dann gilt auch
va/,(C) = va/,(C’).
» Fall 1a): val|(C) = false = val|(D) = true = val(D')
= val|(C’) = false per Definition val,
» Fall 1b): val(C) = true = val\(D) = false = val;(D")
= val|(C’) = true per Definition val,

10



Theoretische Grundlagen des Software Engineering Stephan Schulz

Substitutionstheorem

IS: (Fortgesetzt)
» Fall2: C =DV E. Sei oBdA A Unterformel von D

» Fall 2a(i): val/(D) = true = val,(D’) = true per IV
= val(D' v E) = true = val|(C’) = true

> Fall 2a(ii):
val(E) = true = valy(D’ v E) = true = val|(C') = true

» Fall 2b): val(C) = false = val|(D) = false und
val|(E) = false = val;(D') = false (per IV)
= val(D' v E) = false = val|(C’) = false

» Fall3-n:C=(D®E),® € {A,—,—}: Analog (aber mihsam).
g.e.d.
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Wichtige Aquivalenzen (1)

(ANB) = (BAA) Kommutativitat von A
(AvB) = (BVA) Kommutativitat von v
(AANB)AC) = (AN(BAC)) Assoziativitat von A
((AvB)vC) = (Av(BV(0)) Assoziativitat von v
(ANA) = A ldempotenz far A
(AVA) = A ldempotenz far v
-—A=A Doppelnegation

(A— B) = (-B— -A) Kontraposition
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Wichtige Aquivalenzen (2)

(A— B) = (-AVB) Elimination Implikation
(A=B) = (A—=B)A(B—A) Elimination Aquivalenz
-(AANB) = (-AV -B) de Morgans Regeln
-(AvVB) = (-AAN-B) de Morgans Regeln

(AN(BVC)) = ((ANB)V (AN C)) Distributivitat von A Uber v
(AV(BAC)) = ((Av B)A(AV C)) Distributivitat von v tber A
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Wichtige Aquivalenzen (zusammengefasst)

(ANB) = (BANA) Kommutativitat von A
(AvB) = (BVA) Kommutativitat von v
(AAB)AC) = (AN(BAQ)) Assoziativitat von A
AvB)vC) = (Av(BVC)) Assoziativitat von v
(ANA) = A ldempotenz fur A
(AVA) = A ldempotenz fiir v
-—A = A Doppelnegation
(A—-B) = (-B—-A Kontraposition
(A—B) = (-AVB) Elimination Implikation
(A=B) = (A—-B)A(B—A) Elimination Aquivalenz
-(AANB) = (-Av-B) de Morgans Regeln
-(AvB) = (-AAN-B) de Morgans Regeln
(AN(BVC) = (ANB)V(AAC)) Distributivitat von A tber \
(AvV(BAC)) = ((AVB)A(AV(C)) Distributivitat von Vv Gber /
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Wichtige Aquivalenzen mit 1 und 0

(AN-A) =0

(Av-A) =1 Tertium non datur
(An1) = A

(ANO) =0

(Av1) =1

(Avo) = A
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Ein zweiter Kalkil: Logische Umformung

Definition: Aquivalenzumformung

» (Wiederholte) Ersetzung einer (Unter-)Formel durch
aquivalente Formel
» Anwendung des Substitutionstheorems

Definition: -,

» Wir schreiben A+, Bwenn A mit Aquivalenzumformungen in B
umgeformt werden kann.
» Wir schreibent,y Bfalls1t,y B

16
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Ein zweiter Kalkil: Logische Umformung

Der Kalkul der logischen Umformungen ist korrek:
FLu B impliziert = B

Der Kalkil der logischen Umformungen ist vollstandig:
= Bimpliziert -,y B

Der Kalkul der logischen Umformungen ist nicht vollsténdig fur
Folgerungen: A = B impliziert nicht Ay, B
Beispiel: an b = a, aber an bt/y, a
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Deduktionstheorem

Deduktionstheorem

KBE A gdw. KB — A st allgemeingultig
(verbindet logische Folgerbarkeit und Allgemeingultigkeit)

Folgerungen

» MU{A} =B gdw. M=A—B
» A, Bsind logisch dquivalent gdw. A < B ist allgemeingultig
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Allgemeingultigkeit / Ableitbarkeit / Unerflllbarkeit

A st allgemeingdltig gdw. —A ist unerfillbar

(verbindet Allgemeinglltigkeit und Unerfillbarkeit)

KB A gdw. (KB A —A) st unerfillbar
(verbindet logische Ableitbarkeit und Unerflllbarkeit)
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Zusammenhang der Eigenschaften

Aus den Theoremen folgt

» Logische Folgerbarkeit

» Allgemeingiiltigkeit

» Unerflllbarkeit

...kdnnen jeweils aufeinander zurtickgefihrt werden!

Kalkul fiir eine dieser Eigenschaften geniigt J
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Das Craigsche Interpolationstheorem

Seien A,B aussagenlogische Formeln mit
FA—-B
dann gibt es eine Formel C mit
FEA—-C und EC-—B,

so dafB in C nur solche aussagenlogischen Atome P € ©
vorkommen, die sowohl in A als auch in B vorkommen.

21
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Normalformen

Idee: Normalformen

Aussagenlogische Formeln: Kompliziert, verschachtelt

» Optimiert fir Ausdruckskraft
» Erlaubt kompakte Spezifikationen

Algorithmen und Kalklle: Einfacher fir einfachere Sprachen

» Weniger Félle zu betrachten
» Regularerer Code

Konvertierung in einfachere Teilsprache J

22
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Normalformen

23
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Normalformen

Definition: Literal

Ein Literal ist ein Atom (aussagenlogische Variable) oder die
Negation eines Atoms.

Definition: Klausel

Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen.

» Mehrstellige Disjunktionen: (AvV =BV C)
» Einstellige Disjunktionen: A
» Die nullstellige Disjunktion (leere Klausel): 0 oder [
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Konjunktive Normalform

Definition: Konjunktive Normalform (KNF)

Eine Formel in konjunktiver Normalform oder Klauselnormalform ist

eine Konjunktion von Klauseln.
Die Konjunktion kann mehrstellig, einstellig oder nullstellig sein.

Beispiele

» (AVv-B) A (BV—-CV-D)
» AVB

» AAN(BVC)

» ANB

> 1

25
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Disjunktive Normalform

Definition: Disjunktive Normalform (DNF)

Eine Formel in disjunktiver Normalform ist eine Disjunktion von
Konjunktionen von Literalen.

Disjunktionen und Konjunktionen kénnen mehrstellig, einstellig oder
nullstellig sein.

(AA=B) V (BA—C A-D)
ANB

AV (BAC)

Av B

0

vVvvyyVvyy
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Konjunktive und Disjunktive Normalform

Eigenschaften

Zu jeder aussagenlogischen Formel gibt es

— eine aquivalente Formel in KNF

— eine &quivalente Formel in DNF

DNF und KNF einer Formel sind nicht eindeutig

DNF und KNF kénnen aus einer Wahrheitstafel abgelesen
werden

— Disjunktionen in der KNF entsprechen den Zeilen mit true

— Konjunktionen in der DNF entsprechen den Zeilen mit false
DNF und KNF kénnen durch Umformungen hergestellt werden

27
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Umformung in KNF

Vier Schritte

1. Elimination von <
Verwende A B = (A — B) A\ (B — A)

2. Elimination von —
Verwende A—-B = -AvVB
3. ,Nach innen schieben” von —
Verwende de Morgans Regelnund -—-A = A

4. Nach innen schieben” von Vv
Verwende Distributivitat von Vv Uber A
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Umformung in KNF: Beispiel

0. Gegeben

Bi1 < (PioV Pay)

1. Elimination von —

(Big — (P12VP21)) A ((P12V P21) — Bi1)

2. Elimination von —

(=B11 VP12V Py1) AN (—~(P12V Pay)V Byy)

29
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Umformung in KNF: Beispiel

2. Elimination von —

(=Bi1 VP12V Pai) AN (=(P12V P21)V Biy)

3. Nach innen schieben von —

(=B11V P12V Pa1) A ((mP12AN=P21)V Byy)

4. Nach innen schieben von Vv

(=B1,1V P12V Pai) AN (mP12VBi1) A (=P2qV Byy)
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Gegeben

A = (P11APi2)V...V(Pn1APp2)

Zu A, aquivalente KNF

NPty VoV Pogmy [ F:{1,...,n} — {1,2}}

GroBe der KNF

» Literalein Ay: 2xn
» Literale in KNF von A,: nx2"
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Zu A, aquivalente KNF

NPy VoV Prgny | £ {1,...,n} — {1,2}}

(P171 V P271 vV P371) A
(P1aVP2VPsq) A
(P1 2V P271 vV P3’1) A
(PiaVPapVPsy) A

(P1,1V PayV P3p)
(P1,1V Pap Vv Psp)
(P12V Py V P35)
(P12V P21V Ps»)
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KNF: Mengenschreibweise

» Klausel als Menge von Literalen
» Formel in KNF als Menge von Klauseln

(=B11V P12V P21) A (=P12V By A (=P21V Byy)

als
{{=Bi11,P12,P21}, {=P12,B11}, {-P21,B11} }
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KNF: Mengenschreibweise

Mengeneigenschaften:

{=B11,P12,P21,P12} ={-B11,P12,Po1} = {P21,7B11, P12}

Bedeutung der leeren Menge

» Leere Klausel

= leere Menge von Literalen
leere Disjunktion

=0
» Leere Menge von Klauseln

= leere Konkunktion

= 1
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Vereinfachung der KNF: Subsumption

Enthalt eine (aussagenlogische) KNF-Formel (= Klauselmenge)
Klauseln K, K" mit
K C K

dann entsteht eine aquivalente Formel, wenn K’ weggelassen wird

K subsumiert K’
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Das SAT- Problem (ErfUllbarkeitsproblem)

Definition: SAT- Problem

Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F
Frage: Ist F erflllbar?

Theorem (ohne Beweis)

SAT ist ein NP- vollstandiges Problem
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NP- Vollstandigkeit

NP- vollstandig heif3t:
SAT ist nichtdeterministisch in polynomieller Zeit entscheidbar

Jedes nichtdeterministisch in polynomieller Zeit entscheidbare
Problem kann in polynomieller Zeit auf SAT reduziert werden
Wenn es stimmt, dass NP # P,

dann ist SAT nicht in polynomieller Zeit entscheidbar
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Teilklassen des Erflllbarkeitsproblems

Definition: k- KNF

Eine Formel in k- KNF- Form ist eine KNF- Formel, deren Klauseln
hdchstens k Literale haben

» KNF ist NP- vollstandig (ohne Beweis)

» 3- KNF ist NP- vollstandig (Idee: Kodiere KNF in 3-KNF)

» 2- KNF ist polynomiell entscheidbar (Baue Implikationsketten)
» DNF ist polynomiell entscheidbar (Beweis trivial)
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Resolution

39
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Der aussagenlogische Resolutionkalkdl

Wesentliche Eigenschaften

» Widerlegungskalkil: Testet auf Unerfillbarkeit

» Voraussetzung: Alle Formeln in konjunktiver Normalform
» Eine einzige Regel

» Operiert auf Klauseln (in Mengenschreibweise)

40
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Bermerkungen

Leere Klausel: O

Effekt der leeren Klausel

Ist M eine Formel in Klauselnormalform und gilt 00 € M, so ist M
unerfillbar.
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Resolutionskalkiil

Definition: Resolutionsregel (einzige Regel des Kalkiils)

CiU{P},CoU{-P}
CiUGs

wobei

» P ist eine aussagenlogische Variable
» Ci, Co sind Klauseln  (kénnen leer sein)

Definition: Resolvente

C1 U Gy heif3t Resolvente von Cy U {P}, Co U {=P}.

42
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Resolutionskalkiil

Definition: g

Wir schreiben M Fges M, falls M’ durch (widerholte) Anwendung der
Resolutionsregel aus M entsteht, also:

43
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Resolution: Beispiel

Gegeben die Klauselmenge

M = {{P17P2}7 {P17_‘P2}7 {_'P17P2}7 {_‘P17_'P2}}
insgesam ]
{P1,Po}y  {P1,=Pa} M pos O
{P1} Also: M unerfllbar
{=P1. P} {=P1,-P5}
{=P1}

{Pi}, {-P1}
[l
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Resolution: Bemerkungen

Vorsicht bei Klauseln mit mehreren

Resolutionsmaoglichkeiten

Zwei Klauseln kdnnen mehr als eine Resolvente haben
z.B.: {A B} und{-A, -B}
{A, B, C} und {-A, =B, D} haben nicht {C, D} als Resolvente

Immer mdglichst kleine Klauseln ableiten
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Notwendigkeit der Mengenschreibweise
Die Menge

E = {P1 V=P, =P1V Py, =Py V =Py, Py Vv Pg}

ist unerfullbar
Es gibt folgende Resolutionsmdéglichkeiten (ohne
Mengenschreibweise)

—|P1 \/—|P2,P1 \/—|P2 —|P1 \/—|P2,—|P~| \/P2

—|P2\/—|P2 —\P1 \/—|P~|
—|P1 \/—|P~|,P1 \/—|P2 —|P2\/—|P2,—|P1 \/Pg
ﬁP1 V ﬁPg ﬁP1 V ﬁPg

Auf diese Weise ist [ nicht herleitbar
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Resolution: Korrektheit und Vollstandigkeit

Far eine Menge M von Klauseln gilt

M unerfillbar gdw. M Fges O
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Aufgaben

Set A= (—(aVvb)=(bA(a— —0C)))
» Bestimmmen Sie TW(A)
» Bestimmen Sie eine KNF von A
» Bestimmen Sie eine DNF von A

Beweisen Sie das Deduktionstheorem.

Zeigen Sie per Resolution, dass
(A— B) — ((B— C) — (A— C)) allgemeingliltig ist.
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